
(ñøaŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ

ěŚČţõŘ 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆœěø :1 ýĆÜßÆõ
ďŚČ ţąŘ ďć ýŘĆÔî øć ýøěŘÂŮ Œþ ø ,(ćÀä Œþ ôŘÀî Âû ěŘ) 2n−

�
Ś Ů ,. . . ,2

�
,2 � ýŚûöěø Ś Ş ŰøŚÔţõ ýĆœěø ćÀä n

üØþ ťîÂ§ Âû ďć .ćďŘÀœ ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď ýŘĆœěø žČû ,ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć .ťĺŘùÀł ĆţłĄœ öŊ ýøď ÂŞ Ćœěø Âû öěø .ÝþďŘć
ýĆÔî ÂðŘ ,ďŚî ßþŘ ěŘ ÅŢ ;ÝČûćüõ ďŘÂì øěŘÂŮ ýŚûĆÔî ěŘ üØþ ýøď ø ĆţłŘćÂŞ Řď ťÆČœ øěŘÂŮ ýøď Ćî üþŚûĆœěø ěŘ
ýøď Řď R éÂ§ ,ćĄŞ ÂŮßČþŚŢ øěŘÂŮ ťĺŘď ťÞĺ ýĆÔî ÂðŘ ø LéÂ§ ,(ćĄŞ ÂŮßČÚĂĺ) ćĄŞ ÂŮßČþŚŢ øěŘÂŮ šİ ťÞĺ
.ÝČûćüõ ĆõŘćŘ řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ Řď ďŚî ßþŘ (!ÀœĄłüÞœ ýøŚÆõ ťìøžČû ŚûĆÔî Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ) .ÝČÆþĄœüõ ÁèŚî
ýøď ěŘ Řď ýŘĆœěø ÝþďŘÀœ Õ§ ÃðÂû Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ßČĂİÝû .ÝČÆþĄœüõ Ýû Âĺ ťÈŢ řČŮÂŮ ĆŞ Řď éøÂ§ ÀČĂî ťìć

.ÀœŚõüõ üìŚŞ ŚŻöŚÞû ďŚî öŚþŚŢ ŚŮ ťêÂð ďŘÂì ĆÔî Œþ ýøď ýŘĆœěø üţìø ŠŚÆ§ ßþŘ ŚŞ .ÝþďŘćÂŞ ĆÔî Œþ

.ćĄłüõ ćŚźþŘ R ø LéøÂ§ ěŘ n ñĄÏ ĆŞ Ćţłď Œþ ,ÀĂţêÂð ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď ŚûĆœěø ĆÞû Ćî üœŚõě üĂãþ ,ďŚî öŚþŚŢ ďć
ÂÑœ ćďĄõ Ćţłď Ćî ćŘć ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď üśČŮÂŮ ĆŞ Řď ŚûĆœěø öŘĄŮüõ ,R ø L ěŘ n ñĄÏ ĆŞ Ćţłď Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ

.ćĄł ĆţąŚĺ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŘďŚĺ üþøćøć ýŚûďŘĄœ :2 ýĆÜßÆõ
ďcŘĄœ ćÀä 2n ýøď Řď 2n − 1 ŚŮ 0 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ øŘ ,ĳśň ěøď Œþ !ćďŘć 2 ýŚĂśõ ďć ćŘÀäŘ ÇþŚÞœ ĆŞ ýćŚþě ýĆìĚä ŘďŚĺ
ÂÔň ďÀìöŊ ,ÀœďŘć ("ťČŞ’ Śf§ĚÎňŘ) üþøćøć Ýc ìď n ěŘ ÂŮÝî Ćî ýćŘÀäŘ šİ ťÞĺ ďć ø ÀÆþĄœüõ 2 ýŚĂśõ ďć ,ýÁèŚî

.ÀœĄÈŞ üţČŞ n ŚfÖČìć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ŚŮ ćďŘÁðüõ

ŘÀţŞŘ ,ŘďŚĺ ÝÈİ ěŘ ďøć ,Åşĺ .ćøďüõ ľćĄą ëŚŮŘ ĆŞ ø ĆţłŘćÂŞ Řď øŘ ýŚûďŘĄœ ,(ŘďŚĺ ďćŘÂŞ) ŘďŘć ,ěøď öŚÞû ÂÊä
1 Śþ 0 ôŚìďŘ ěŘ öĄţĺ n ø ÂÎĺ 2n ŚŞ ñøÀŻ Œþ ĆČśł ýÃČİ ŚŮ) Àûćüõ ďŘÂì Ýû Âþě ùŘĄąñć řČŮÂŮ Œþ ŚŞ Řď ŚûďŘĄœ
.ćĄÈœ ùÀþć öŊ Âþě ťc ČŞ ŚŮ Àûćüõ ďŘÂì ĆØa ĺ Œþ ,ŚûďŘĄœ ßþŘ ťc ČŞ 2n × n ěŘ ôŘÀî Âû ýøď öŊ ěŘ ÀãŞ ø ;(ćĄł ťĺďć
ßČČãŮ ,ŚûďŘĄœ ýŚûťČŞ ýøď ěŘ ĆØa ĺ ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ø ÀþŚČŞ ÇìŚŮŘ ĆŞ Ćî ÀûŘĄąüõ ŘďŚĺ ěŘ ŘďŘć ,ďŚî ßþŘ ěŘ ÅŢ

.ťĺŘ ĆČóøa Ř 2n − 1 ŚŮ 0 ćcŘÀäŘ ěŘ ŒþôŘÀî ŚfÖČìć ,ŚûÂÎĺ ěŘ ôŘÀî Âû ďcŘĄœ Ćî ÀĂî

(ÀĂČśŞ üðćŚĺĆŞ Řď ŚûöŊ ćŘÀäŘ ŚŮ) ćďŘćüõ ÂŞ Řď ÂąŊ ďŘĄœ ÃŻĆŞ ŚûďŘĄœ ýĆÞû ýŚûĆØa ĺ ôŚÞŮ ŘďŚĺ ,öćÂî ÂØê üÞî ěŘ ÀãŞ
ďć Ćî ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď 2n − 1 ŚŮ 0 ćcŘÀäŘ ěŘ ýćÀä ,ďŘĄœ ßþÂąŊ ýc ŚûĆØa ĺ Âc þě ýŚûťČŞ Ćî ćÂČðüõ ĆźČţœ Åşĺ ø
ćŘÀãŮ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ÀĂî üãĺ Ćî ÀûŘĄąüõ øŘ ěŘ ,ùÀõŚČœ ÇłĄą ŘďŚĺ ýùÀþŘ ěŘ öŘÀĂİ Ćî ŘďŘć !ťĺŘ ùÀõŚČœ ÂÚþć ýŚûďŘĄœ

.Àûć ÉČ£ÈŮ Řď ŚûďŘĄœ ýĆÞû ťČûŚõ ,ĆØaĺ ýÂŮÝî

ôŚÞŮ ,ĆØĺ (

(n− 1)× 2n
)

+ 1 ÂůîŘÀ§ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ÀœŘĄţŞ øŘ ,n ≥ 2 Âû ýŘÂŞ Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď ø ÀČĂî ŒÞî ŘďŚĺ ĆŞ
.ÀĂî üþŚĺŚĂł ÕČìć ďĄÏĆŞ Řď ŚûďŘĄœ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÙœďŒŮ ýŚûĆœŚą :3 ýĆÜßÆõ
ťêŚþ ýďŘÂØŮ ćÀä ñøÀŻ ßþŘ ěŘ üœĄţĺ Ś þ ÂÎĺ žČû ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć n. . . Ś Ů ,2 ,1 ćŘÀäŘ ěŘ n× n ñøÀŻ Œþ

.ÀœďŘć ćĄŻø n. . . ŚŮ ,2 ,1 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Âû ďć ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ;ćĄłüÞœ

öŘĄŮüõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ ,ÓþÂãŮ ßþŘ ŚŞ .ťĺŘ x ěŘ ÂŮŒİĄî ĳc Č¡ň ćÀä ßþÂŮïďÃŞ bxc ,ÀłŚŞ ýďŚÈäŘ ćÀä Œþ x ÂðŘ

ďŘÂì öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Œþ ďć ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ Žøě žČû ,Ďf øa Ř ĆîýďĄÏĆŞ ćĄÞœ ŠŚ£ţœŘ Řď ñøÀŻ ßþŘ ýŚûĆœŚą ěŘ ŚŮ bn� c

.ÀłŚśœ üœŚĺŒþ ćÀä ÛõŚł ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ Žøě žČû ,ŚfČœŚŹ .ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ
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ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü§ŘĄœ ľÂŞ :4 ýĆÜßÆõ

B C

D

A

n
�

) ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆČ§Śœ n
�

ěŘ ñøÀŻ ŘÀţŞŘ ďć .ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć n× n ñøÀŻ Œþ
ÛìŘĎ Ćî ĆČ§Śœ øć üĂãþ) ďøŚźõ ýĆČ§Śœ øć ôŚÞŮ ÝČœŘĄŮüõ ĆÜ§Âõ Âû ďć .(1× 1 âŞÂõ
ôŚèćŘ Ýû ŚŞ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ø ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ ñøÀŻ ěŘ Řď (ÀœďŘć íÂţÈõ ÍąùďŚŢ Œþ
íÂţÈõ ěÂõ ßþŘ ñĄÏ ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂî íŚŢ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ěÂõ üĂãþ ;ÝČĂî
Œþ üĂãþ) ÀœŚÞŞ üìŚŞ ĆČ§Śœ Œþ ŚúĂŮ ,ĆÜ§Âõ k ěŘ ÀãŞ ÂðŘ .ÀłŚŞ ai ôŘ i ýĆÜ§Âõ ďć
ĎŚŞ šİ ťÞĺ ÛØł ďć ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀĂþŊüõ ťĺćĆŞ a � , . . . , ak ćŘÀäŘ ,(n× n âŞÂõ
3 ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ÍČ¡õ ,ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ ÝČûŘĄ£Ş Řď D ø C ü§ŘĄœ ÂðŘ

.ÝČĺďüõ ßČþŚŢ ÛØł ĆŞ ŚfţþŚúœ ø ùćĄŞ À§Řø

.ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai ěŘ Œþ Âû öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ

ěŘ Œþ Âû Ćî Àûćüõ ăď üţìø∑k

i=
� a

�

i ďŘÀÖõ ßþÂŮÝî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 15) (Š
ďŘÀÖõ ßþÂŮÝî üĂãþ ,ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ĆţØœ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş ø ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ Řď∑k

i=
� a

�

i

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ľŚÖœ ĄÞä :5 ýĆÜßÆõ
ěŘ ÂðùěĄî’ ÛůÞóŘŠÂő ëŘÀÊõ ĆîßþŘ ýŘÂŞ ľŘÖaœ ĄÞä .ÀłŚŞüõ n× n ñøÀŻ Œþ ŰďĄň ĆŞ ľŘÖaœ ĄÞä ýĆœŚą ďŘĄþć
ýĄõÝÜì ďŚ Ş Âû ĄÞä ďŚîßþŘ ýŘÂŞ .ÀĂî ýÃČõŊÙœď Řď ľŘĆœŚą ďŘĄþć ÀûŘĄąüõ ,ćĄÈœ "ùďĄąüõ ŠŊ ĆţÆØł ùěĄî
ýøď Řď üÚœď ýĄõÝÜì ø ÀĂîüõ ,ùćÂî ùćŚÔţĺŘ ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî üÜśì ýŚûÙœď ŚŞ ŰøŚÔţõ Ùc œď ÛÎĺ Œþ öøďć Řď ľćĄą

.ÀÈîüõ ÛõŚî ďĄÏĆŞ ñøÀŻ öĄţĺ Œþ Śþ ÂÎĺ Œþ

Řď ďŘĄþć ýďĄÏ ÀûŘĄąüõ øŘ ÂÏŚą ßČÞûĆŞ .ÀÞúÔŞ Řď ľÂĂû ,ÀþŊüõ öŚłĆœŚą ĆŞ üÆî Âû ÀûŘĄąüõ ľŘÖa œ ĄÞä
.ÀłŚŞ ßþÂŮÇČŞ ,ćĄłüõ ùÀþć ďŘĄþć ýøď Ćî üŐŚûÙœď ćŘÀãŮ Ćî ÀĂî ýÃČõŊÙœď

ŚŞ öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ ýÃČõŊÙœď ľøď Œþ ,n ćÀä Âû ýŘÂŞ ,Ďf øŘ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ;ÀČĂî ŒÞî ľŘÖa œ ĄÞä ĆŞ ŚÞł
.ťĺŘ ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ßþŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ,ŚfČœŚŹ ø ćĄł ýÃČõŊÙœď ďŘĄþć Ùœď ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÚœďøć ýŚûĆœŚą :1 ýĆÜßÆõ
ťêŚþ ýďŘÂØŮ ćÀä ñøÀŻ ßþŘ ěŘ üœĄţĺ Ś þ ÂÎĺ žČû ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć n. . . Ś Ů ,2 ,1 ćŘÀäŘ ěŘ n× n ñøÀŻ Œþ

.ÀœďŘć ćĄŻø n. . . ŚŮ ,2 ,1 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Âû ďć ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ;ćĄłüÞœ

öŘĄŮüõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ ,ÓþÂãŮ ßþŘ ŚŞ .ťĺŘ x ěŘ ÂŮŒİĄî ĳc Č¡ň ćÀä ßþÂŮïďÃŞ bxc ,ÀłŚŞ ýďŚÈäŘ ćÀä Œþ x ÂðŘ
ĆţłŘÀœ ďŘÂì öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Œþ ďć ùÀłŠŚ£ţœŘ ýŚûĆœŚą ěŘ Žøě žČû Ćî ćĄÞœ ŠŚ£ţœŘ Řď ñøÀŻ ßþŘ ýŚûĆœŚą ěŘ ŚŮ b n� c

.ÀĂłŚŞ i ćÀä ÛõŚł ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ ŚŮ øć ÂůîŘÀ§ 1 ≤ i ≤ n ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ø ÀĂłŚŞ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü§ŘĄœ ľÂŞ :2 ýĆÜßÆõ

B C

D

A

n
�

) ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆČ§Śœ n
�

ěŘ ñøÀŻ ŘÀţŞŘ ďć .ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć n× n ñøÀŻ Œþ
ÛìŘĎ Ćî ĆČ§Śœ øć üĂãþ) ďøŚźõ ýĆČ§Śœ øć ôŚÞŮ ÝČœŘĄŮüõ ĆÜ§Âõ Âû ďć .(1× 1 âŞÂõ
ôŚèćŘ Ýû ŚŞ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ø ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ ñøÀŻ ěŘ Řď (ÀœďŘć íÂţÈõ ÍąùďŚŢ Œþ
íÂţÈõ ěÂõ ßþŘ ñĄÏ ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂî íŚŢ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ěÂõ üĂãþ ;ÝČĂî
âŞÂõ Œþ üĂãþ) ÀœŚÞŞ üìŚŞ ĆČ§Śœ Œþ ŚúĂŮ ,ĆÜ§Âõ k ěŘ ÀãŞ ÂðŘ .ťĺŘ ai ôŘ i ĆÜ§Âõ ďć
ÂðŘ ĎŚ Ş šİ ťÞĺ ÛØł ďć ,ñŚ ůõ ýŘÂ Ş .ÀĂ þŊüõ ťĺćĆŞ a � , . . . , ak ćŘÀäŘ ,(n× n

À§Řø 3 ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ÍČ¡õ ,ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ ÝČûŘĄ£Ş Řď D ø C ü§ŘĄœ
.ÝČĺďüõ ßČþŚŢ ÛØł ĆŞ ŚfţþŚúœ ø ùćĄŞ

.ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai ěŘ Œþ Âû öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ

ěŘ Œþ Âû Ćî Àûćüõ ăď üţìø∑k

i=
� a

�

i ďŘÀÖõ ßþÂţÞî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 15) (Š
ďŘÀÖõ ßþÂţÞî üĂãþ ,ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ĆţØœ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş ø ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai

.ÀþďøŊ ťĺÀŞ Řď∑k

i=
� a

�

i

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ľŚÖœ ĄÞä :3 ýĆÜßÆõ
ěŘ ÂðùěĄî’ ÛůÞóŘŠÂő ëŘÀÊõ ĆîßþŘ ýŘÂŞ ľŘÖaœ ĄÞä .ÀłŚŞüõ n× n ñøÀŻ Œþ ŰďĄň ĆŞ ľŘÖaœ ĄÞä ýĆœŚą ďŘĄþć
ýĄõÝÜì ďŚ Ş Âû ĄÞä ďŚîßþŘ ýŘÂŞ .ÀĂî ýÃČõŊÙœď Řď ľŘĆœŚą ďŘĄþć ÀûŘĄąüõ ,ćĄÈœ "ùďĄąüõ ŠŊ ĆţÆØł ùěĄî
ýøď Řď üÚœď ýĄõÝÜì ø ÀĂîüõ ,ùćÂî ùćŚÔţĺŘ ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî üÜśì ýŚûÙœď ŚŞ ŰøŚÔţõ Ùc œď ÛÎĺ Œþ öøďć Řď ľćĄą

.ÀÈîüõ ÛõŚî ďĄÏĆŞ ñøÀŻ öĄţĺ Œþ Śþ ÂÎĺ Œþ

Řď ďŘĄþć ýďĄÏ ÀûŘĄąüõ øŘ ÂÏŚą ßČÞûĆŞ .ÀÞúÔŞ Řď ľÂĂû ,ÀþŊüõ öŚłĆœŚą ĆŞ üÆî Âû ÀûŘĄąüõ ľŘÖa œ ĄÞä
.ÀłŚŞ ßþÂŮÇČŞ ,ćĄłüõ ùÀþć ďŘĄþć ýøď Ćî üŐŚûÙœď ćŘÀãŮ Ćî ÀĂî ýÃČõŊÙœď

ŚŞ öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ ýÃČõŊÙœď ľøď Œþ ,n ćÀä Âû ýŘÂŞ ,Ďf øŘ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ;ÀČĂî ŒÞî ľŘÖa œ ĄÞä ĆŞ ŚÞł
.ťĺŘ ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ßþŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ,ŚfČœŚŹ ø ćĄł ýÃČõŊÙœď ďŘĄþć Ùœď ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ

1387 ťÈúśþćďŘ ôĄĺ 1 ñøŘ ěøď



ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öĄþÃþĄÜŮ :4 ýĆÜßÆõ
ÝČ œŘćüõ .ÀĂîüõ Ç£Ţ ĆõŚ œÂ Ş öĄþÃþĄÜ Ů Œþ ßóŚĺ Âû ďć ø ćďŘć ďŚÑţ œŘ ßóŚĺ n ŚûýćŚČ şÞ óŘ Âúł ßûŊùŘď ùŚÚţÆþŘ
,ďŚÑţœŘ ßóŚĺ Âû öĄþÃþĄÜŮ ďć 1387 ñŚĺ ěøď ßČóøŘ ďć .ťĺŘ üœĄþÃþĄÜŮ ĆØśł n ýŘďŘć ŚûýćŚČşÞóŘ ďĄÈî ýŚÞČĺøŘÀň
.ćĄłüõ ùÀþć öĄþÃþĄÜŮ n ßþŘ ěŘ üØþ ŚfÖČìć ýøď ÂŞ ĆØśł n ěŘ Œþ Âû ĆîýďĄÏĆŞ ,ćĄłüõ Ç£Ţ ŚûĆØśł ßþŘ ěŘ üØþ

.Àûćüõ ÂČČçŮ ěøď Âû öŚþŚŢ ďć üňŚą řČŮÂŮ ĆŞ Řď öĄþÃþĄÜŮ n ßþŘ ýøď ŚûĆØśł Ç£Ţ řČŮÂŮ ßûŊùŘď ÝČœŘćüõ

Ěf ůõ .ÝČþĄð ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ Řď Óþćď Œþ ďć n ŚŮ. . . 1 ćŘÀäŘ ßţłĄœ řČŮÂŮ Œþ :ÓþÂãŮ Œþ
.ťĺŘ ťÈðýŚŻ ßþŘ ôĄĺ ćÀä 2 ø ťĺŘ 5 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ (ťĺŘďĆŞšİ ěŘ) 〈4,5,2,1,3〉

ÂðŘ ,i Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÝČœŘćüõ ĆţśóŘ .ÝČäĚÏŘüŞ öŊ ěŘ Śõ Ćî ćďŘć n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ π ôŚœ ĆŞ ýÂa ĺ ťÈðýŚŻ Œþ ßûŊùŘď
(π ťÈðýŚŻ ěŘ ôŘ i ćÀä üĂãþ) πi ýùďŚÞł ýĆØśł ŚfÞţ§ ÀãŞ ěøď ďć ,Àûć öŚÈœ Řď ôŘ i ĆØśł ěøď Œþ ďć üœĄþÃþĄÜŮ

.ćŘć ÀûŘĄą öŚÈœ Řď

ÝČĂČśŞ ćĄą ŠŚ£ţœŘĆŞ Řď (ßóŚĺ öŊ öĄþÃþĄÜŮ ÍÖê ĆźČţœ ďć ø) ďŚÑţœŘ ýŚûßóŚĺ ěŘ üØþ ŚúĂŮ ÝþěŚźõ ěøď Âû ďć Śõ ĆœŚÔĺŚbţõ
.ÝþĄł ĆŻĄţõ Řď ćĄłüõ Ç£Ţ öŊ ďć Ćî ýŘĆØśł ýùďŚÞł řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ ø

ĆŞ ěøď 2n− 1 ÂůîŘÀ§ ďć öŊ ŒÞîĆŞ ŚŮ ÀČĂî ĆŐŘďŘ öŊ öĄþÃþĄÜŮ öÀþć ø ěøď Âû ďć ďŚÑţœŘ ßóŚĺ ŠŚ£ţœŘ ýŘÂŞ üłøď
.ÝČÞúÔŞ Řď ŚûöĄþÃþĄÜŮ ďć ŚûĆØśł Ç£Ţ ÂČČçŮ Àœøď ĆźČţœ ďć ø ÝČĂî ŘÀČŢ ťĺć π ťÈðýŚŻ
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĄóĄİĄî üÜä :5 ýĆÜßÆõ
žČû ,ŚČŢĄŮŘ ýŚûÂúł ßČŞ ŚúţĂõ ,ťĺŘ Âúł n ýŘďŘć øŘ ďĄÈî .ćďŘć "ŚČŢĄŮŘe’ ôŚœĆŞ ýďĄÈî ,ćĄą ŰŘďĄÊŮ ďć ĄóĄİĄî üÜä
ěŘ üąÂŞ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ÀûŘĄąüõ ĄóĄİĄî üÜä ,ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ŕŚśŮďŘ ýďŘÂìÂŞ ýŘÂŞ .ćďŘÀœ ćĄŻø ýŘüÏŚśŮďŘ ùŘď
öĄĂê ø ñĄňŘ’ ŠŚţî åŘÂĺ ĆŞ ,ćďŘÀœ üþŚĂłŊ ýěŚĺùŘď öĄĂê ø ñĄňŘ ĆŞ øŘ Ćî üþŚŻöŊ ěŘ üóø .ÀÈØŞ ľďĄÈî ýŚûÂúł

:ťĺŘ ùÀõŊ ŠŚţî ßþŘ ďć .ćøďüõ "ýěŚĺùŘď

ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ ,Âúł Âû ěŘ öŘĄţŞ ĆîýďĄÏĆŞ ,ÀČÈØŞ ĆêÂÏøć ùćŚŻ ýćŘÀãŮ Âúł m ßČŞ ÀČûŘĄąüõ ÂðŘ ”
Âúł øć ŚfÖČìć ßČŞ ùćŚŻ Âû Ćî ÀČĂî ťìć .ćĄł ùÀČÈî ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ùćŚŻ m− 1 ÛìŘÀ§ ÀþŚŞ ,ťêď
ťîÂ§ ŚŞ ø A Âúł ěŘ áøÂł ŚŞ öŘĄţŞ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťêď B Âúł ĆŞ öŘĄŮ üõ A Âúł ěŘ ø ćĄłüõ ùÀČÈî

“.ÀČĺď B Âúł ĆŞ ŚûùćŚŻ ěŘ ýćŘÀãŮ ýøď

.ÀĂîüõ ñŚśœć Řď Âþě éÀû øć ,ďĄÈî áŚőøŘ ĆŞ öćŘć öŚõŚĺ ø Âĺ ýŘÂŞ ĄóĄİĄî üÜä

.ťêď ľÂÚþć Âúł Âû ĆŞ öŊ Âúł Âû ěŘ öŘĄţŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀÈØŞ ĆêÂÏ øć ýùćŚŻ ,ŚČŢĄŮŘe ýŚûÂúł ěŘ ýćŘÀãŮ ßČŞ (1

Œþ ĆŞ .ÀĂî ÅČĺŚbŮ (ÅČÜŢ ÃîÂõ Œþ ÂůîŘÀ§ ,Âúł Âû ďć) ľďĄÈî ýŚûÂúł ěŘ üąÂŞ ďć ,ÅČÜŢ ÃîÂõ ýćŘÀãŮ (2
üÏ ĆŞ ďĄśźõ "ÂÚþć’ ÅČÜŢ ÃîÂõ Œþ ĆŞ ÅČÜŢ Ãc îÂõ Âû ěŘ ßţêď ýŘÂŞ ÂðŘ ,ćĄłüõ ĆţÔð "ùÀł ťÒŚÔ§−d’ďĄÈî
ľďĄÈî Ćî ÀĂî ÅČĺŚŮ ýďĄÏ Řď ŚČŢĄŮŘeÅc ČÜŢ ÃîŘÂõ ÀûŘĄąüõ Śõ öŚţĺŘć öŚõÂúì .ÝČłŚŞùćŚŻ d ÛìŘÀ§ öćÂî

.ÀłŚŞ ùÀł ťÒŚÔ§−d

éÀû øć ĆŞ ĄóĄİĄî üÜäŚŮ ÀłŚŞ ÀþŚŞ ďÀìĆİ (d ø nřÆ§ ÂŞ) ćĄł ÅČĺŚŮ ÀþŚŞ Ćî ÅČÜŢ Ãc îŘÂõ ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ
ø ø ÀČĺÂŞ ĎŚ Ş éŘÀûŘ Ć Ş Ćî ÀœĄł ÅČĺŚb Ů Řď ÅČÜ Ţ ÃîŘÂõ ø ĆţąŚĺ ŚûùćŚŻ ýďĄÏ ÀþŚ Ş âìŘø ďć ?ÀĺÂŞ ùÀłĆţÔð

.ÀČłŚŞ ĆţłŘć Řď ÅČÜŢ ÃîÂõ ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ

.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýĆţÔð ťĺŘ ôěĎ ,ŰďĄň Âû ďć

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ćŘěŊ-Àœø :6 ýĆÜßÆõ
ôŘÀî Âû ø ťĺŘ {a, b, . . . , z} Śõ éøÂ§ ýĆäĄÞźõ .éÂ§ ýćŘÀãŮ ěŘ ĆÞÜî Âû ø ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆÞÜî n ěŘ öŚŞě Œþ
,z éÂ§ öěø ,řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ ø c � ÂŞŘÂŞ béÂ§ öěø ,c � Âc ŞŘÂŞ ,aéÂ§ öěø .ÀœďŘć üœěø ćĄą ýŘÂŞ éøÂ§ ßþŘ ěŘ
ýŚûöěø âÞŻ ÂŞŘÂ Ş öŚ Şě Œþ öěø ø ťĺŘ ĆÞÜî öŊ éøÂ§ ýŚûöěø âÞŻ ÂŞŘÂŞ Ýû ĆÞÜî Âû öěø .ťĺŘ c ��� ÂŞŘÂŞ
ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ {acb, abba} öc ŚŞě öěø .ÀĂłŚŞ 3 ø 2 ,1 ŚŞ ÂŞŘÂŞ řČŮÂŮ ĆŞ c � ø c � ,c � ÂðŘ ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .öŚŞě öŊ ŰŚÞÜî

.(1+ 3+ 2) + (1+ 2+ 2+ 1) = 12

abzdsdf ÀœĄÈČŢ abzd Ěf ůõ .ÀłŚŞ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ýŘÀţŞŘ ďć ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ ÂÚþć ýĆÞÜî Œþ "ÀœĄÈČŢ’ ĆÞÜî Œþ
sjf Ěf ůõ .ÀłŚŞ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ýŚúţœŘ ďć ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ ÂÚþć ýĆÞÜî Œþ "ÀœĄÆŢ’ ĆÞÜî Œþ ,ÛØł ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ

.ťĺŘ hgsjf ÀœĄÆŢ

Řď öŚ Şě Œþ ø ,ÀłŚ ś œ ýÂÚ þć À œĄÈ Č Ţ öŊ ďć ýŘĆ Þ Ü î ž Č û Â ðŘ Í Ö ê ø Â ðŘ Ý Č þĄ ðü õ "ćŘěŊ-À œĄÈ Č Ţ’ Řď öŚ Şě Œþ
.ÀłŚśœ ýÂÚþć ÀœĄÆŢ öŊ ďć ýŘĆÞÜî žČû ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ćŘěŊ-ÀœĄÆŢ’

ýŘĆÞÜî n öc ŚŞě ßþÂŮöěøÝî öc ěø Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ťĺŘ X ÂŞŘÂŞ ćŘěŊ-ÀœĄÈČŢ ýc ŘĆÞÜî n öc ŚŞě ßþÂŮöěøÝî öc ěø ÀČĂî ŋÂê
.ťĺŘ 2X ÂůîŘÀ§ ćŘěŊ-ÀœĄÆŢ Ýû ø ÀłŚŞ ćŘěŊ-ÀœĄÈČŢ Ýû Ćî
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ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ďŘÀþŚŢ ýŚûüŐŚŮĆĺ :7 ýĆÜßÆõ
ćŘÀäŘ ěŘ Ś Ů bn

� c öŘĄŮüõ ÀČ Ăî ťŞŚ Ź .ťĺŘ ùÀł ùćŘć {1,2, . . . , n} ćŘÀäŘ ýĆäĄÞźõ ěŘ ýĄÌäĆĺ ýĆäĄÞźõÂþě n
Ćĺ Âû Ćî ćĄÈœ ŘÀČŢ Śõ ýĄÌäĆĺ ýĆäĄÞźõÂþě n ěŘ ôŘÀî žČû ĆîýďĄÏĆŞ ćÂî Ùœď Řď {1,2, . . . , n} ýĆäĄÞźõ

.ÀĂłŚŞ ùÀł Ùœď ľĄÌä

ěŚČţõŘ 35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČźä ýŚûùÂþŘć :8 ýĆÜßÆõ
ÀœŘùÀł ýďŘÁðôŚœ n ŚŮ 2 ,1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ćŘÂêŘ ÀČĂî ŋÂê .ÀĂţÆČœ Śþ ÀĂţÆû ŚĂłŊ Ýû ŚŞ Śþ ÂÔœ øć Âû ,ùÂÔœ n âÞŻ Œþ ďć

.ťĺŚĂłŊ i ŚŞ Ýû j ŚfÞţ§ ÀłŚŞ ŚĂłŊ j ŚŞ i ÂðŘ üĂãþ ;ťĺŘ ĆêÂÏøć ýŘĆÎŞŘď üþŚĂłŊ ø

ďć Cn ,. . . ,C � ,C � âÏŚÖţõŚœ øćĆŞøć ýŚûùÂþŘć ,ùÂÔœ n âÞŻ Œþ ďć üþŚĂłŊ ÍŞŘøď ôŚÞŮ ßţÆœŘć ŚŞ (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ
üþŚĂłŊ ýĆÎŞŘď j ćÂê ø i ćÂê ßČŞ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÀœŘÛąŘÀţõ Cj ø Ci ýŚûùÂþŘć Ćî ýďĄÏĆŞ ÀœŘùÀČÈî Ć¡Ôň
d Ś Ş c ø c Ś Ş b ,b Ś Ş a Ćî ,d ø c ,b ,a Ãc þŚÞţõ ćÂê ďŚúİ Âû ýŘěŘĆŞ ,âÞŻ ßþŘ ďć ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø

.d ŚŞ b Śþ ťĺŚĂłŊ c ŚŞ a Śþ ŚfÞţ§ ,ťĺŚĂłŊ

d ŚŞ c ø c ŚŞ b ,b ŚŞ a Ćî ,d ø c ,b ,a Ãc þŚÞţõ ćÂê ďŚúİ Âû ýŘěŘĆŞ öŊ ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœďć Řď üãÞŻ (ùÂÞœ 25) (Š
ýŚûùÂþŘć öŘĄŮüõ ,âÞŻ ßþŘ ýŚûüþŚĂłŊ ôŚÞŮ ßţÆœŘć ŚŞ ÀČĂî ťŞŚŹ .d ŚŞ b Śþ ťĺŚĂłŊ c ŚŞ a Śþ ŚfÞţ§ ,ťĺŚĂłŊ
ÍÖê ø ÂðŘ ÀĂłŚŞ ÛąŘÀţõ Cj ø Ci ýŚûùÂþŘć ĆîýďĄÏĆŞ ÀČÈî Ć¡Ôň ďć Řď Cn ,. . . ,C � ,C � âÏŚÖţõŚœ øćĆŞøć

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üþŚĂłŊ ýĆÎŞŘď âÞŻ öŊ ďć j ćÂê ø i ćÂê ßČŞ ÂðŘ

Ýĺď ğŚĺŘ ßČÞû ÂŞ ÃČœ ýŚûùÂþŘć ø ÀĂţÆû ŚĂłŊ Ýû ŚŞ ÀœŘùÀł Ûňø Ýû ĆŞ ÍąùďŚŢ ŚŞ Ćî ýćŘÂêŘ Âþě ÛØł ďć ñŚůõ ýŘÂŞ
.ÀœŘùÀł
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